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Resumen En el ambito del diseno de sistemas embebidos criticos, don-
de predominan las reacciones a eventos y la logica basada en acciones,
las Redes de Petri emergen como una herramienta de modelado esen-
cial. Mediante la implementacion de una ecuaciéon de estado extendida,
es posible capturar la logica de estos sistemas. El modelo logico resul-
tante se ejecuta a través de un monitor que integra la logica (Red de
Petri), la politica (gestion de conflictos) y las acciones, formando un sis-
tema heterogéneo. Esta integraciéon mejora la capacidad del sistema para
ser verificado mediante formalismos matematicos basados en el modelo
empleado. En este contexto, la verificacion de propiedades importantes
de las RdP, como la cobertura, la acotacién, la alcanzabilidad y la vi-
vacidad, se realiza utilizando arboles de cobertura, con un tiempo de
verificacién proporcional al tamafo del arbol. Por lo tanto, es crucial di-
senar algoritmos que calculen el arbol de cobertura de manera eficiente.
En este trabajo, presentamos una modificacién del algoritmo de arbol
de cobertura minima, originalmente propuesto por Karp y Miller. Pa-
ra hacer este cdlculo, se memorizan las aceleraciones activindolas como
transiciones ordinarias. Esta estrategia no solo asegura un limite prede-
cible para el uso de memoria adicional —especificamente, un méaximo de
doble exponencial—, sino que también mejora la eficiencia operativa. La
implementacién de un prototipo de este algoritmo muestra su competiti-
vidad, presentando un uso reducido de memoria y tiempos de ejecuciéon
comparables a las herramientas mas rapidas disponibles.

Keywords: Redes de Petri , Arboles de Cobertura , Sistemas Embebi-
dos.

1. Introduccion

En el diseno y desarrollo de sistemas concurrentes, reactivos, embebidos y
distribuidos, desacoplar la logica, la politica (solucién de conflictos) y las accio-
nes facilita la soluciéon y verificacion del sistema. Esto da lugar a un sistema
modular, simple, mantenible, formal y flexible. Ademés, se logra la verifi-
cacion formal de la logica en todas las fases del desarrollo. Para modelar la logica
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del sistema, se emplean RAP y se convierten en codigo ejecutable mediante la
ecuacion de estado generalizada [1] y un monitor [2]. Esta solucién conserva las
propiedades verificadas mediante el uso de formalismos matematicos [3].

En el estudio de modelos utilizando RdP, la eficacia de los métodos se basa
en el grafo de alcanzabilidad [4] y esta directamente vinculada al tamano
de la red [5]. Los algoritmos que generan este arbol en las RAP son manejables
desde el punto de vista computacional y resultan fundamentales para el anélisis
y supervision de sistemas concurrentes [6,7]. Los arboles de alcanzabilidad
representan el conjunto de todas las marcas accesibles a partir de una marca
inicial, donde cada nodo del arbol corresponde a una marca generada mediante
transiciones habilitadas. La complejidad computacional asociada al céilculo de
un arbol de alcanzabilidad se ve principalmente determinada por el tamano y
la naturaleza de la red [8,9]. Por consiguiente, el modelado de sistemas extensos
puede resultar costoso en términos de recursos computacionales, especialmente
en RAP continuas, hibridas y discretas con distintos tipos de arcos y/o configu-
raciones de transiciones [10]. A pesar de esto, la importancia de estos arboles
en la evaluacion y verificacion de sistemas concurrentes justifica los esfuerzos
empleados.

En el presente documento, se propone un nuevo algoritmo eficiente en tér-
minos de tiempo y espacio para los casos en que el grafo es infinito. Ademés,
se destacaran varios problemas que pueden surgir al calcular los arboles de al-
canzabilidad de una RdP. Estos incluyen la explosion del espacio de estados, la
complejidad computacional, redes no acotadas, dificultades en la visualizacion,
precision y exhaustividad, asi como transiciones no deterministas. A pesar de la
presencia de estos obstaculos, el calculo de los arboles de alcanzabilidad conti-
nia siendo esencial para comprender el comportamiento de las RAP que modelan
sistemas concurrentes.

2. Conceptos preliminares

Las RdP son modelos ampliamente utilizados para representar sistemas con-
currentes, que pueden tener estados tanto finitos como infinitos.

2.1. Redes de Petri ordinarias

Una RdP ordinaria (PIN) se define como una quintupla PN = (P, T,I~, 1", My),
donde:

P ={P,P,,...,P,}: es un conjunto finito y no vacio de plazas.

o T'={T1,Ts,...,T,,}: es un conjunto finito y no vacio de transiciones.

e Las plazas y las transiciones forman un conjunto bipartito, cumpliéndose que
PNT=0y PUT#0.

e I~ y I': son las matrices de incidencia que representan las relaciones de

entrada y salida entre plazas y transiciones, respectivamente. En una red

con m plazas y n transiciones, I~ e I'™ son matrices de enteros de dimensién

m X n.
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o My = [My(Pyr), Mo(Pz),..., Mo(Py,)]: es el marcado inicial de la red, indi-
cando la cantidad de tokens en cada plaza.

La matriz de incidencia I se define como I = IT — I—, facilitando la
representacion matematica de las interacciones en la red.

Asi, la definicion simplificada de una PN puede expresarse mediante una
4-tupla PN = (P,T,1, My).

2.2. Definicion del arbol de alcanzabilidad

Dada una RdP (NN, My), comenzando desde una marca inicial My, es posible
generar nuevas marcas en la medida en que las transiciones estén habilitadas.
A partir de cada nueva marca, podemos generar ain mas marcas. Este proceso
resulta en un arbol de marcas, donde los nodos representan las marcas genera-
das desde Mj (la raiz) y cada arco representa el disparo de una transicion que
transforma una marca en otra [4].

Para abordar problemas relevantes como la cobertura repetida, la verificacion
de modelos en Ldgica Temporal Lineal (LTL), la acotacion y la regularidad de
las trazas, se introduce un conjunto de marcas w, etiquetado por un conjunto
C C NP (donde N, es el conjunto de niimeros naturales ampliado con un limite
superior w, y P es el conjunto de plazas). Este conjunto C representa todas las
posibles representaciones finitas del cierre infinito hacia abajo del conjunto de
alcanzabilidad, permitiendo resolver miltiples instancias de cobertura de manera
eficiente y evitando llamadas repetidas a algoritmos costosos.

2.3. Importancia del arbol de alcanzabilidad

La alcanzabilidad en una RdP es crucial para analizar las propiedades di-
namicas de un sistema [9,11]. En términos generales, permite determinar si el
sistema modelado puede alcanzar un estado especifico. Un marcado M; es alcan-
zable desde un marcado inicial M) si existe una secuencia finita de disparos p, tal
que M, 2y M;. Los marcados alcanzables por la red pueden representarse como
nodos en un grafo o arbol, donde los arcos estan etiquetados con los disparos
necesarios para alcanzar cada marcado. El algoritmo para determinar el arbol
de alcanzabilidad de una RdP se explicard con mas detalle posteriormente.

El grafo de alcanzabilidad A se define como el conjunto minimo que cumple
con las siguientes expresiones: dado un My € A; para todo M;, si M 2 M;
entonces M; € A. Esta condiciéon implica que, para cualquier marcado alcanzado
M;, si a partir de este se puede alcanzar otro marcado M, entonces M; forma
parte del grafo.

La alcanzabilidad (T") es la propiedad més estudiada en las RAP, dado que a
partir de esta es posible determinar si una red es: acotada, finita, libre, si sus
trancisiones son vivas y la alcanzabilidad.
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2.4. Obtencion del arbol de alcanzabilidad

Para obtener los arboles de alcanzabilidad en una (RdP), existen varios al-
goritmos y enfoques. Destacamos algunos de estos: Generacién manual [12],
herramientas de software [13] y/o métodos de busqueda [14].

Debemos hacer notar que la elecciéon del algoritmo o método depende del
contexto especifico y de las caracteristicas de la RAP que se esté analizando.
Cada enfoque tiene sus ventajas y limitaciones, y es importante seleccionar el
més adecuado para las necesidades particulares.

3. Arbol de cobertura

3.1. Cobertura de una red de Petri.

El algoritmo para obtener el arbol de alcanzabilidad de una RdP no converge
si la red no es acotada. Esto se debe a que habra plazas cuya cantidad de tokens
seguird aumentando indefinidamente, afectando la expansion de los nodos en el
arbol de alcanzabilidad. Para abordar estos casos, existe otro tipo de anélisis
denominado arbol de cobertura [12]. En el arbol de cobertura, se representan
graficamente todas las marcas posibles de la red. Sin embargo, se colapsan en un
unico marcado genérico aquellas plazas cuya cantidad de tokens creceré infinita-
mente a medida que la red evolucione. Para denotar este marcado, se utiliza el
simbolo w, ya mencionado en el apartado (2.2), que representa un valor entero
arbitrariamente alto y no afecta la evoluciéon de la red.

Ejemplo: Analizando la red ilustrada en la Fig. 1-a, compuesta por tres
plazas y cuatro transiciones, podemos observar que la red es no acotada. Por
ejemplo, en la plaza P2, cuando se disparan T3 o T4, el marcado de P2 aumen-
ta (destacado por w), mientras que cuando se disparan T1 o T2, su marcado
permanece intacto. Esto implica que el marcado de la plaza P2 incrementa a
medida que la red evoluciona, pero nunca disminuye.

(b)

Figural: (a) muestra una RdAP y en (b) el arbol de cobertura, notar que w
transforma una la maquina de estado infinita en finita.
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El grafo de cobertura asociado a la red no acotada de la Fig. 1-a se mues-
tra en la Fig. 1-b. En este grafo, el estado con un doble circulo representa el
marcado inicial, y los arcos representan los disparos de las transiciones. Es im-
portante aclarar que, cuando la RdP es acotada, el arbol de cobertura y el arbol
de alcanzabilidad son exactamente iguales. El problema de complejidad para
obtener la cobertura es EXPSPACE-completo [8], lo que significa que es compu-
tacionalmente costoso. En contraste, la accesibilidad no tiene una complejidad
similar.

3.2. Importancia del arbol de cobertura en el analisis de sistemas
concurrentes

El arbol de cobertura en el analisis de una RAP es una herramienta crucial
para comprender y evaluar el comportamiento de sistemas concurrentes [4]. Su
importancia se manifiesta en varios aspectos clave:

e Visualizacion de estados alcanzables: El arbol de cobertura muestra
los estados alcanzables desde un estado inicial en la RdP, lo que permite
visualizar como evoluciona el sistema a medida que se disparan transiciones.
Identificar los estados alcanzables es fundamental para comprender las po-
sibles secuencias de eventos y detectar problemas como bloqueos o estados
inalcanzables.

e Analisis de comportamiento: Este arbol proporciona informacion sobre
las transiciones que se pueden disparar desde cada estado, ayudando a ana-
lizar el comportamiento del sistema en términos de secuencias de eventos.
Por ejemplo, se puede verificar si ciertos estados son inevitables o si existen
estados de deadlock.

e Identificacion de estados criticos: Algunos estados en el arbol de co-
bertura son especialmente importantes y pueden representar situaciones es-
pecificas en el sistema, como la finalizacién de una tarea o la presencia de
conflictos. Estos estados criticos son tutiles para detectar propiedades desea-
das o indeseadas.

e Optimizacion y reducciéon de modelos: El arbol de cobertura también
se utiliza para reducir y optimizar el modelo de la RdP. Al eliminar estados
redundantes o inalcanzables, se simplifica el analisis y se obtiene un mode-
lo mas manejable, lo cual es especialmente valioso en sistemas grandes y
complejos.

e Verificacion de propiedades: Utilizando el 4rbol de cobertura, es posible
verificar propiedades especificas del sistema, como la seguridad o la com-
pletitud en alcanzar todos los estados finales deseados. Esta verificacion es
esencial para asegurar la correccién y la confiabilidad del sistema.

En resumen, el 4rbol de cobertura es una herramienta poderosa para explorar,
analizar y verificar sistemas concurrentes modelados mediante RdAP.
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3.3. Los algoritmos para obtener el arbol de cobertura de una red
de Petri

Para obtener el arbol de cobertura en una RdP, se han desarrollado varios al-
goritmos: Arbol de Karp-Miller [15], Algoritmo de Finkel [9], CoverProc
[16], Algoritmo de Poda-Monétona [17] y Algoritmo MinCov [17]

La eleccion del algoritmo depende del contexto especifico y de las caracteris-
ticas de la RAP en particular.

3.4. Complejidad computacional y desidibilidad para obtener el
arbol de cobertura

Calcular el arbol de cobertura en una RAP puede presentar diferentes niveles
de complejidad computacional, dependiendo del algoritmo utilizado y de las ca-
racteristicas especificas de la red. A continuacion, se describen algunos aspectos
relevantes:

e Explosion del espacio de estados: La complejidad computacional esta
fuertemente influenciada por la explosion del espacio de estados.

e Algoritmos utilizados: Los algoritmos especificos para construir el arbol
de cobertura pueden variar significativamente en su complejidad.

e Caracteristicas de la red: La topologia de la red, la cantidad de plazas
y transiciones, y la presencia de transiciones no deterministas son factores
criticos que afectan la complejidad.

e Complejidad Espacial vs. Temporal: La complejidad del cilculo puede
medirse tanto en términos de tiempo (cuanto tiempo se requiere para calcular
el arbol) como de espacio (cuanta memoria se necesita para almacenar el
arbol).

e Redes temporizadas: Las RdP temporizadas, que incluyen informacién so-
bre tiempos asociados a las transiciones, pueden incrementar la complejidad
del calculo debido a la necesidad de gestionar estos tiempos adicionalmente.

e Analisis cuantitativo de prestaciones: La necesidad de realizar anali-
sis cuantitativos de las prestaciones de la red también puede aumentar la
complejidad computacional del proceso.

En resumen, no existe una tnica respuesta sobre la complejidad computacio-
nal para obtener el arbol de cobertura, ya que esta depende de multiples factores
inherentes a la estructura y funcionamiento de cada RdP.

4. Estado del arte en algoritmos de cobertura y
alcanzabilidad en redes de Petri

La nocién del conjunto de cobertura minima emerge, como ya hemos men-
cionado, como una aproximacion valiosa al conjunto de alcanzabilidad, definido
a través de marcas w, permitiendo abordar una amplia gama de problemas de
decision relacionados con las RAP.
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En este trabajo, presentamos una modificacion al algoritmo de arbol de co-
bertura minima [12,14]. Nos enfocamos en el calculo del conjunto minimo de
cobertura, tradicionalmente obtenido mediante los arboles de Karp y Miller.
Estos arboles incorporan aceleraciones de ciclos para asegurar la completitud
del anéalisis, aunque no sin incurrir en redundancias. Investigaciones previas han
propuesto mejoras significativas mediante un algoritmo capaz de realizar podas
entre las ramas del arbol de Karp y Miller, demostrando su correcciéon a pesar
de la complejidad introducida por este mecanismo de poda.

Trabajos anteriores también mostraron la correcciéon de mejoras en los algo-
ritmos, basado en una invariante que simplifica y abrevia considerablemente el
argumento previo [15,9]. Esta mejora no solo es valida para este algoritmo, sino
que también facilita su aplicaciéon a variantes mas generales de las RdP, siendo
las bases para futuras generalizaciones.

Se introdujo el algoritmo Monotone-Pruning (MP), disefiado para optimizar
el calculo del conjunto de cobertura minima en RAP. MP mejora la estrategia
del algoritmo de Karp y Miller mediante una poda inter-ramas maés efectiva,
superando las limitaciones del Arbol de Cobertura Minima (MCT). Su eficacia
ha sido tedrica y empiricamente confirmada, mostrando mejoras significativas
frente al método tradicional [16].

Ademas, Finkel y Khmeniltsky [18] han desarrollado un algoritmo innova-
dor, denominado MinCov, que contribuye significativamente a las estrategias de
verificaciéon para RAP. MinCov evita la reconstruccién de partes del conjunto
de cobertura minima, optimizando el proceso de poda. Su efectividad se maxi-
miza mediante un enfoque de exploraciéon en profundidad o priorizando nodos
con mayor numero de tokens, usando una técnica de fusion de historiales para
mantener la integridad del conjunto sin eliminar vértices.

De manera notable, el algoritmo MinCov opta por generar un grafo en lugar
del tradicional arbol de cobertura, marcando una desviaciéon fundamental de las
metodologias convencionales. Esta estrategia se ve potenciada por las mejoras
introducidas por Piipponen y Valmari, quienes, a través del diseno de estructuras
de datos especializadas y la implementacién de una heuristica dirigida para la
exploracion, logran reducir significativamente el tamaio del grafo resultante [19].
Este conjunto de innovaciones subraya el potencial del algoritmo MinCov para
establecer un nuevo estandar en la eficiencia de la verificacion de RdP.

5. MinCovVec: Avances en vectorizacién para la
cobertura minima en Redes de Petri

El presente trabajo introduce el algoritmo MinCovVec (Minimal Coverabi-
lity Vectorized), una innovacion que capitaliza las fortalezas observadas en los
algoritmos Monotone-Pruning (MP) y MinCov. Este algoritmo se distingue por
su fundamentacion en la ecuacion de estado extendida y esta implementado en
C++4-20, aprovechando las capacidades de este lenguaje para optimizar el desem-
perno.
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MinCovVec se beneficia del uso de disparos en paralelo, lo que permite una
ejecucion mas eficiente mediante politicas avanzadas de gestion de procesos. A
diferencia de los algoritmos anteriores, MinCovVec comienza con la creacion de
un nodo raiz y procede a generar y procesar candidatos de manera eficiente. Este
proceso se optimiza evitando redundancias a través de un sistema de filtrado
basado en hashes, lo que mejora significativamente el rendimiento al reducir los
calculos innecesarios y facilitar la gestion de estados en sistemas concurrentes y
paralelos.

Este enfoque innovador no solo mejora la eficacia del anélisis de alcanzabi-
lidad en Redes de Petri, sino que también establece un nuevo estandar en la
verificacion de sistemas complejos gracias a su capacidad para manejar grandes
volumenes de datos y su alta escalabilidad.

5.1. Pseudocédigo del algoritmo y diagrama de secuencia

1: Inicializacién:

2: Generar el nodo raiz con la marca inicial de la RdP.

3: Seleccion del Modo de Recorrido:

4: Elegir entre BSF (Busqueda por Amplitud), DSF (Busqueda por Profundidad),

5: MOST _TOKENS (Mayor ntmero de tokens) para el recorrido del grafo de cobertura.
6: Obtencion de Transiciones:

7: Identificar las transiciones habilitadas en la RdP.

8: Generaciéon de Nuevas Marcas:

9: for cada nodo do

10: Evaluar la posibilidad de generar una nueva marca a partir de las transiciones disponibles.
11: if la nueva marca no existe en el filtro (verSet) then

12: Agregarla como un nuevo nodo.

13: end if

14: end for
15: Céalculo de Aceleraciones:
16: for cada elemento en el vector de aceleraciones do

17: if es posible disparar transiciones w desde la marca actual then
18: Si la nueva marca resultante es mayor, proceder a la aceleracién del nodo.
19: end if

20: end for

21: Verificacién y Eliminacién en verSet:

22: if la marca acelerada ya existe en verSet then

23: Considerar la eliminacién de dicho nodo.

24: end if

25: Poda de Nodos:

26: Buscar y eliminar aquellos nodos cuyas marcas sean menores a la marca actual.
27: Actualizacion de verSet y Aceleracion de la Marca:

28: Anadir el nodo actual a verSet y acelerar la marca del nodo segtin las marcas de sus ancestros.
29: if es posible then

30: Determinar el nodo padre acelerado y proceder con la eliminacién de nodos con marcas
menores a la del nodo actual.
31: end if=0

Algoritmo 1: Algoritmo de Cobertura en Redes de Petri
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MinCovVec RdP

Usuario

Inicializar nodo con marca de RdP

v

El nodo inicial es la marca inicial de la RdP

Seleccionar modo de recorrido (BSF, DSF, MOST_TOKENS)

Obtener transiciones disponibles

loop [Generar y Verificar Nuevas Marcas]

Generar nueva marca si es posible

Calcular posible aceleracion

U

Verificar si la marca acelerada existe en verSet

U

Si no existe, procesar eliminacién de nodos menores

Y

Anadir nodo acelerado a verSet

Y

Repetir hasta cubrir todas las marcas posibles

U

Retornar arbol de cobertura minima

MinCovVec RdP

Figura2: Diagrama de Secuencia

5.2. Resultados obtenidos

MinCovVec ha demostrado ser superior a métodos tradicionales en términos
de rendimiento, logrando reducciones significativas en tiempo de computo y uso
de recursos, como se evidencia en los resultados de las pruebas presentadas en
la Tabla 1. Estos avances son particularmente notables en el analisis de alcanza-
bilidad y cobertura de sistemas complejos y concurrentes, estableciendo nuevos
estandares en la verificacion de RdP.
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Tabla 1: Resultado comparativo de pruebas de algoritmo de cobertura minima

RdP MP MinCov |MinCovVec|Petrinator
lamport 24@10000 14@1000 15@3324 14@17000
peterson 35@2000 20@2000 32@3528 32@34700
kanban 114@10000 160@32000 | 160@174065 | 160@QNaN
fms 809@280000 37@8000 28@4846 |NaNQNaN
multipool | 2004@4900000 | 224@70000 | 226@232165 |[NaNQNaN
pncsacover| 1604@1600000 | 92@44000 | 35@18418 |NaNQNaN
basicME 5@10000 3@1000 4@133 NaNQ@QNaN
csm 102@30000 19@3000 23@2344 |NaNQNaN
mesh2x2 |6241@18100000(268@140000| 51@15546 [NaNQNaN

La descripcion del resultado sigue el formato #Nodos@TiempoEmpleado
donde el tiempo se mide en microsegundos (us). La ultima columna detalla la
cantidad de nodos generados por el algoritmo Petrinator, cuando aplicable.

Diversas pruebas realizadas en distintas configuraciones de RAP corroboran la
eficacia de MinCovVec. Por ejemplo, en la Fig. 3 se muestra un caso emblemético

para comparar el desempeno de los distintos algoritmos.

p/ & B
i /,v ' >I b:;‘\,
nle] /
! ~0) . 1
3 t

Figura3: (a) RAP de prueba. (b) nodos del arbol de cobertura de la RAP de

prueba.

El algoritmo MinCovVec destaca por su capacidad para adaptarse y optimi-
zar eficazmente la exploracién del espacio de estado en diversas RdP, eviden-

(a)

ciando su versatilidad y potencia.

(b)
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6. Conclusiones

En este articulo, se ha presentado el algoritmo MCV, lo que constituye una
mejora sustancial con respecto a los algoritmos MP y MinCov. Donde MCV
implementa una estrategia de poda que equilibra de manera eficaz la precision
v la eficiencia, garantizando la fiabilidad de los resultados obtenidos. Se ha lo-
grado optimizar significativamente la bisqueda de estados dentro de las RdP,
resultando en una notable mejora en la velocidad de procesamiento.

El enfoque simplificado de MCV con respecto a MP, no solo facilita su adop-
cion y adaptabilidad, sino que también mantiene la flexibilidad en la seleccion de
estrategias de exploracion de redes. Esto ha permitido el uso de métodos varia-
dos como la biisqueda en profundidad, en amplitud, o exploraciones aleatorias.
Los resultados empiricos presentados en la seccién de resultados muestran que
nuestro algoritmo mejora a otros métodos establecidos, como MP, Karp & Miller
(K&M), y CoverProc.

Como mejora para este algoritmo se esta desarrollando un modelo avanzado,
en el laboratorio de arquitectura de computadoras de la FCEFyN de la UNC,
centrado en la segmentaciéon de RAP y la aplicacién de ecuaciones de estado
extendidas a diversas redes.
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